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Um eine optimale Strategie fiir Zehntausend zu entwickeln, fithren wir die Funk-
tion F(p,n) ein, die den Erwartungswert an Punkten bei Spielen einer optimalen
Strategie angibt, unter der Voraussetzung, dass der Spieler bereits p Punkte
besitzt und mit n Wiirfeln weiterwiirfelt!. Weiterhin fiihren wir die Wertungs-
funktion W (w) ein, die das Maximum an verwertbaren Punkten in der Menge
w = {wy,wy, ...} angibt. Beispielsweise ist W ({1,1,1,1,5,3}) = 2050.
Vollsténdige Kenntnis der Funktionswerte F(p,n) fiir beliebige p und n erlaubt
es einem Spieler die optimale Strategie zu verfolgen?. Um das einzusehen, dis-
kutieren wir die beiden einzig méglichen Entscheidungssituationen. In Situation
(1) hat der Spieler bereits p Punkte und noch alle 6 Wiirfel zur Verfiigung?. Er
muss jetzt entscheiden, ob er weiterwiirfelt. Hierzu muss lediglich p mit E(p,6)
verglichen werden.

In allen anderen Entscheidungs-Situationen (2) kann der Spielzustand beschrie-
ben werden durch eine Punktzahl p und eine Menge von aktuell geworfenen
Wiirfeln w. Typische Spielsituationen sind beispielsweise

p = 100, w = {1, 1,2,3,5} (1)
p = 250, w = {57 6} (2)
p = 2000, w = {1, 2,3,4,6, 6} (3)

Der Spieler hat in dieser Situation zwei Moglichkeiten: (2a) Er schreibt und
bekommt damit p+ W (w) Punkte. (2b) Er legt eine Menge u € V(w) an Wiirfeln

'Wichtig hierbei ist, dass die Entscheidung weiterzuwiirfeln bereits getroffen wurde.

2Wir beschrinken uns auf Situationen, in denen es lediglich darum geht den Erwartungswert pro Zug zu ma-
ximieren. Das schliesst eventuelle Situationen am Anfang des Spiels (Mindestwurf) sowie das Spielende (,,In-
teraktion“ mit Gegnern) aus. Die Punkte p beziehen sich immer auf die bereits in diesem Zug gewonnenen
Punkte, nicht um den Gesamtpunktestand.

3Das heisst, zu Beginn des Zuges (p = 0) oder nachdem alle Wiirfel wieder reingelegt wurden.



heraus, und wiirfelt mit n,, — n, Wiirfeln weiter. Hierbei bezeichnet V (w) die
Menge der verwertbaren Untermengen von w und n,, = |w| die Anzahl der Wiirfel
in einer Menge.

An dieser Stelle tritt eine kleine Komplikation auf, da zwei Fiinfer auch als Eins
herrausgelegt werden diirfen. Dies kann in der Funktion V(w) beriicksichtigt
werden, indem zwei Moglichkeiten generiert werden®. Es ist also beispielsweise

V({2,2,2,5,5}) = {{2,2,2},{2,2,2,5},{2,2,2,1*},
{2.2.2,5,5}, {5}, {1"}, {5,5}}. (4)

Hierbei sind die in Einser umgewandelten Fiinferpaare speziell gekennzeichnet,
da sonst V({1,1,5,5}) die Kombination {1,1,1} mit 1000 Punkten enthalten
wiirde.

Der Erwartungswert an Punkten, der aus Entscheidung (2b) hervorgeht ldsst sich
nun mithilfe der Funktion E(p,n) angeben als

Eo(p,w,u) = E(p+ W(u),n, — ny). (5)

Hierbei ist zu beachten, dass n,, — n, = 0 sein kann. Dieser Fall wird spéter
getrennt behandelt. Der optimale Spielzug in Situation (2) findet sich also durch
Berechnen der Erwartungswerte fiir alle moglichen Mengen u € V(w) und dem
Vergleichen des Maximums mit dem Ergebnis aus (a). Formal kénnen wir den
Erwartungswert in Spielsituation (2) also angeben als®

Es(p, w) = max {p + W (w), max By (p, w, u)}. (6)

Mit diesen Uberlegungen kénnen wir jetzt eine Definition von E(p,n) geben. Sei
W, die Menge aller moglichen Wiirfelergebnisse beim Wiirfeln mit n Wiirfeln
und P, die Wahrscheinlichkeit das Ergebnis w zu erhalten, dann ist

ZweV(Wn) Puw Ea(p, w), sonst

Hierbei haben wir die anfinglich gegebene Definition von E(p,n) ausgedehnt
auf den Fall, in dem n = 0 ist. Dies erlaubt uns den obig angegebenen Fall
(1) abzuhandeln. Dabei vergleichen wir p mit einer oberen Schranke M (p). Die
zuvor beschriebene Verfahrensweise in Situation (1) fithrt uns zu der Selbstkon-
sistenzbedingung M (p) = E(p,6). Versuchen wir jedoch, diese Bedingung in der

4Es kann auch sinnvoll sein, beide Fiinfer herauszulegen, wenn es sich beispielsweise um die letzten beiden Wiirfel
handelt.

°Diese Spielsituation entspricht keinem Funktionswert von E(p,n), da hier noch nicht entschieden wurde, ob
weitergewiirfelt wird, oder nicht.



Definition von E(p, n) einzusetzen, fithrt das zu einer Endlosrekursion, da E(p, 6)
selbst iiber Fy auch von M (p) abhéingt.

Um M (p) dennoch selbstkonsistent bestimmen zu konnen, gehen wir wie folgt
vor. Fiir sehr grofle p muss F(p,n) < p sein, denn es besteht immer die Moglichkeit
alles zu verlieren. Fiir sehr kleine p hingegen ist offensichtlich F(p,n) > p. Wei-
terhin gilt,

E(p+ Ap,n) < E(p,n) + Ap, (8)

denn auf der rechten Seite sind die Uberschuss-Punkte Ap > 0 schon ,,sicher*.
Daraus folgt aber, dass F(p,n) fiir alle p langsamer wéchst als p, denn

E(p+ Ap,n) — E(p,n)
Ap

<1 9)

Damit gibt es also fiir alle n einen Punkt, an dem E(p,n) = p ist. Speziell
fiir n = 6 definieren wir den Punkt ps als die Stelle, an der E(pg,6) = pg ist.
Aufgrund der Monotonie von E(p,n) kénnen wir dann die Definition wesentlich
vereinfachen:

E(p,6), n=0,p < pg
Elp.n)=qp n=0,p>ps (10)
ZweV(Wn) Pu Ea(p,w), sonst

Der Wert pg kann als Vielfaches von 50 Punkten angegeben werden, da dann
alle p € (pg — 50, pg] dquivalent sind. Um pg zu berechnen, verwenden wir die
Selbstkonsistenzbedingung. Wir kénnen FE(pg,6) exakt berechnen, da bekannt
ist, dass in jedem Fall nur noch ein Wurf stattfindet. Danach ist die Punktzahl
entweder 0 oder grofler als pg, und damit wird nicht weiter gewiirfelt. Es ist

ps = E(ps,6) = (1 — Pg) ps + Ag (11)

Hierbei ist Py die Wahrscheinlichkeit mit sechs Wiirfeln 0 Punkte zu erreichen
und Ag der Punkte-Erwartungswert bei einmaligem Wiirfeln mit 6 Wiirfeln. Bei-
de GroBen konnen exakt berechnet werden und es ergibt sich®

_ Ag  237875/648 47575
P 5/162 4

6 ~ 11894 (12)

Das heisst, wir konnen pg = 11900 setzen. Damit ist jetzt die Berechnung aller
Werte E(p,n) moglich.

6 Alternativ kann pg in der Definition so lange erhéht werden, bis sich E(0,6) nicht mehr vergréert. Auch diese
Methode fiihrt zu pg = 11900.
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Abbildung 1: Verlauf der Funktion AFE(p,n), dem erwarteten Punktezuwachs bei
Weiterspielen mit n Wiirfeln, wenn bereits p Punkte erreicht sind.
Die Funktion AFE(p,1) hat Kreuzungspunkte mit den n = 2 bzw
n = 3 Linien, da es fiir sehr kleine Punktzahlen besser ist, nur einen
Wiirfel zu besitzen (Chance auf Full-House). Das asymptotische
Verhalten E(p,n) = (1 — PY)p + A, fiir p — oo ist fiir den Fall

n = 6 durch die gestrichelte Linie gezeigt.

Das wichtigste Ergebnis ist der Punkte-Erwartungswert pro Zug’. Es ist
E(0,6) ~ 527, 2 (13)
Fiir die weitere Analyse definieren wir die Funktion
AE(p,n) = E(p,n) —p (14)

die uns den Punktzuwachs beim Wiirfeln mit n Wiirfeln angibt. Aufgrund vor-
ausgehender Uberlegungen ist bekannt, dass AE(p,n) monoton fallend ist und
einen Nulldurchgang fiir jedes n besitzt. Analog zu obiger Argumentation defi-
nieren wir p,, als die Nullstellen von AFE(p,n):

AFE(py,n) = 0. (15)

Diese Nullstellen sind fiir das Spielen interessant, da es nur dann sinnvoll ist, mit
n Wiirfeln weiterzuspielen, wenn die eigene Punktzahl p < p, ist. Es findet sich
(auf 50 Punkte gerundet, so dass p echt kleiner als p,, sein muss)

p1 =300, po=250, p3=400, ps=1050, ps=3050, pg= 11900 (16)

"Alle Werte E(p,n) konnten prinzipiell als Bruch exakt angegeben werden, da keinerlei Niherungen gemacht
wurden.



Interessanterweise ist p; grofler als py, da man bereits ndher an der Situation ist,
in der alle Wiirfel wieder verwendet werden konnen. Dennoch ist es nur in ei-
nem einzigen Extremfall sinnvoll, mit einem bzw. zwei Wiirfeln weiterzuspielen.
Néamlich nur dann, wenn zuvor nacheinander vier bzw. fiinf Fiinfen herausgelegt
wurden. Mit drei Wiirfeln wird hingegen (im ersten Durchgang) immer weiter-
gespielt, es sei denn die erste Kombination war 444, 555,666 oder 111. Mit fiinf
oder sechs Wiirfeln wird nahezu immer weitergespielt.

Der gesamte Verlauf der Funktion E(p,n) ist fiir alle (sinnvollen) Parameter in
Abbildung 1 gezeigt (logarithmische p-Skala).



